Représentation des nombres premiers
par les formes quadratiques
de discriminant —39

Résumé. Il existe quatre formes quadratiques primitives réduites de discriminant —39 :
_ .2 2 _ 9.2 2 _ 9.2 2
qo = z° + xzy + 10y~, q2 = 3z° + 3zy + 4y~ q1,q3 = 2z° £ xy + Sy~

Le groupe des classes de formes quadratiques de discriminant —39 est engendré par ¢; et on a ¢; = ¢,
pour 0 < i < 3. Nous reprenons les méthodes exposées dans [1] pour déterminer quels nombres premiers sont
représentés par ces formes respectives.

1. Formes quadratiques

Les formes quadratiques qui nous intéressent ici sont a deux variables et a coefficients entiers
_ 2 2
q=ax”+bry+cy avec a, b, c € Z.

Leur étude remonte a Lagrange, a Legendre, puis & Gauss. On dit qu'un entier m est représenté par la
forme quadratique ¢ s'il existe des entiers x,y tels que m = ¢(x,y). Sil’on s’intéresse & la représentation des
nombres premiers, on voit clairement qu’il suffit de considérer les formes quadratiques primitives, c¢’est-a-dire
celles dont les trois coefficients a, b, ¢ sont globalement premiers entre eux. De méme, il suffit de considérer
les entiers proprement représentés c’est-a-dire ceux de la forme ¢(x,y) ol z,y sont des entiers premiers entre
eux.

Le discriminant d’'une forme quadratique az? + bxy + cy? est b2 — 4ac. C’est donc un entier congru & 0
ou 1 modulo 4. Le signe du discriminant D influence fortement I’étude des formes quadratiques. Le cas qui
nous intéressera ici est le plus simple : celui o D < 0. Dans ce cas, il existe deux types de formes : les
formes définies positives (qui ne représentent que des entiers positifs) et les formes définies négatives (qui ne
représentent que des entiers négatifs). L’étude des secondes se ramene trivialement a ’étude des premieres.

Equivalence

Si g est une forme quadratique et o, 8,7, € Z alors

q'(z,y) = q(ax + By, vz + dy)

est une autre forme quadratique et les entiers représentés par ¢’ le sont aussi par g. Si (f‘/ g) € GLy(Z)
alors g et ¢’ ont méme discriminant et représentent exactement les mémes entiers. Nous dirons alors que g
et ¢’ sont équivalentes sous 'action de GLy(Z). Cependant, comme le montra Gauss, la notion d’équivalence
propre, c’est-a-dire d’équivalence sous l'action de SLy(Z) est bien plus féconde. La raison de ce fait tient &
I’existence d’une loi de composition sur ’ensemble des classes d’équivalence propre de formes quadratiques de
discriminant fixé, qui munit cette ensemble d’une structure de groupe. Lorsque nous dirons que deux formes
sont équivalentes, il s’agira d’équivalence propre. Nous dirons que g et ¢’ sont improprement équivalentes si
q = q(ax+ By, yx + dy) ol (: 5) est une matrice de déterminant —1. Il peut arriver que deux formes soient
a la fois proprement équivalentes et improprement équivalentes.

La simplicité du cas ou D < 0 tient principalement a la notion de forme réduite :

1.1. — Définition. Une forme quadratique az? + bxy + cy? définie positive est dite réduite si
b|<a<e et en plus b > 0 si 'une des inégalités n’est pas stricte.
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1. Formes quadratiques

1.2. — Proposition. Toute forme quadratique est équivalente a4 une unique forme quadratique réduite.
DEMONSTRATION — Voir par exemple [1]. O
Le probleme de la représentation des nombres premiers par les formes quadratiques se ramene donc au
cas des formes réduites. Il est facile de montrer que toute forme quadratique réduite az? + bzy + cy? de
discriminant D < 0 vérifie a < \/W /3. 1l s’ensuit que le nombre de telles formes est fini et que, pour de
petites valeurs de |D|, il est facile de les lister. Par exemple, pour D = —39 les formes réduites sont les
quatres formes citées dans le résumé. On remarquera aussi que g; et g3 sont improprement équivalentes.

Entiers représentés, pour un discriminant donné

1.3. — Lemme. Soient ¢ une forme quadratique et m un entier. Alors q représente proprement m si et
seulement si elle est équivalente & une forme dont le coefficient en z2 est m.

DEMONSTRATION — Supposons que g soit équivalente & ma?+bxy+cy?. Alors, il existe des entiers «, 3,7, &
tels que
q(ax + By, yx + 6y) = ma® + bay + cy? et ad — By = 1.

Pour © = 1 et y = 0, on obtient g(a,y) = m. De plus, a et v sont premiers entre eux puisqu’ils vérifient
Iidentité de Bézout.
Inversement, supposons qu’il existe des entiers a, premiers entre eux tels que g(a,y) = m. D’apres
Bézout, il existe 3,7 tels que ad — By = 1. Le coefficient en 22 de la forme g(az + By, vx + dy) est m. 0O
J’appelle discriminant un entier non carré parfait et congru a 0 ou 1 modulo 4.

1.4. — Lemme. Soit D un discriminant, et soit m un entier étranger a 2D. Alors m est proprement
représenté par (au moins) une forme primitive de discriminant D si et seulement si D est un carré modulo m.

DEMONSTRATION — Si m est proprement représenté par une telle forme ¢ alors, d’aprés 1.3, la forme ¢ est
équivalente & une forme du type ma? + bxy + cy?. Mais alors son discriminant b> — 4mc est D, ce qui montre
que D est un carré modulo m.

Supposons que D est un carré modulo m. Notons que D est aussi un carré modulo 4, puisque congru
4 0 ou 1 modulo 4. Puisque m est impair, on en déduit que D est un carré modulo 4m. Ainsi, D = b% — 4mc
avec b, ¢ € Z. La forme ma? + bxy + cy? est de discriminant D et représente proprement m. De plus, elle
est primitive puisque m est étranger a D. 0

1.5. — Corollaire. Soient D un discriminant et p un nombre premier ne divisant pas 2D. Alors p est
représenté par (au moins) une forme de discriminant D si et seulement si (D/p) = 1.

Remarque. Si D = 1 modulo 4, la démonstration du lemme 1.4 s’adapte facilement au cas m = 2. On
s’apercoit alors que 2 est proprement représenté par une forme quadratique de discriminant D si et seulement
si D est un carré modulo 8, c’est-a-dire D = 1 modulo 8. Cela permet d’étendre le corollaire ci-dessus a tout
premier p ne divisant pas D en posant (D/2) = (2/D) pour D = 1 modulo 4.

1.6. — Proposition. Soient q; et go deux formes de méme discriminant représentant le méme nombre
premier p. Alors q et qo sont équivalentes ou improprement équivalentes.

DEMONSTRATION — D’apreés le lemme 1.3, on peut supposer que
@ =pr® + by +cay® et g =pa®+ by + cay? avec by, ba, c1, ¢ € Z.

On a b? — 4pc; = b3 — 4pey. 11 en résulte que by et by ont méme parité et que b3 = b3 (mod p), soit
by = +by (mod p). Si p est impair, on en déduit by = +bs mod 2p. Si p = 2, on fait la méme déduction
by = £by mod 4 en remarquant que b3 = b3 (mod 8). Il est alors facile de voir que q; et go sont équivalentes
dans le cas du signe +, et improprement équivalentes dans le cas du signe —. 0

Remarque. Ce résultat n’est plus vrai si 'on consideére la représentation de nombres composés. Par
exemple, les formes de discriminant —39 citées dans le résumé vérifient

99 = QO(Sa 2) = q2<*174)

bien que gy et g2 ne soient équivalentes ni proprement ni improprement.



2. Genre
2. Genre

2.1. — Lemme. Soit D un discriminant négatif.
e L’ensemble des valeurs représentées par la forme principale de discriminant D :

D
z? — Zyg siD=0 (mod 4)

qo(z,y) = 1-D
x2—|—xy+Ty2 siD=1 (mod 4)

est une partie multiplicative de Z, contenant les carrés.

e Soit q une forme quadratique de discriminant D. Notons @ et QQy les ensembles d’entiers représentés
respectivement par q et qo. On a

QQo CQ et QA C Qo.

DEMONSTRATION — o Soit 7 = +/D si D = 0 modulo 4 et 7 = (=1 +v/D)/2 si D = 1 modulo 4. Alors,
qo(x,y) est la norme N(z —y7). Comme 'ensemble Z + Zr est stable par produit (parce que 7 est un entier
quadratique), et parce que la norme est multiplicative, 'ensemble Qg est stable par produit. Il est évident
qu’il contient les carrés.

e Notons ¢ = az? + bzy + cy?. Si D = 0 modulo 4 (donc b pair), on pose b’ = b/2 ; si D = 1 modulo 4 (donc
b impair), on pose b’ = (b — 1)/2. Alors, les identités

D
(x +b'y)? — ZyQ siD=0 (mod 4)

z? + bxy + acy® = 1-D
(z+by)?+ (xz+by)y+ TyQ siD=1 (mod 4)

montrent que la forme gy est équivalente & 22 + bxy + acy?. L’ensemble des entiers représentés par cette
derniere est donc Qg. Mais on a 'identité

(ax® +bry +cy®) (2 +ba'y' + cy?) = a(za’ —cyy')? + (' — cyy') (axy’ +ya' +byy') + c(azy’ +ya' +byy')?

qui prouve alors la premiére inclusion QQg C Q.
Enfin, I'identité

(az? + by +cy®)(ax? +- b’y +cy'?) = (axx’ +bxy’ +cyy)? +blaza’ +bay’ +cyy' ) (yz' —zy') +aclyz’ —xy')?
montre que QQ C Qq. 0

Classes de (Z/DZ)* représentées par une forme de discriminant D

2.2. — Lemme. Soit D un discriminant et m,n deux entiers positifs relativement premiers a 2D tels que

m =n modulo D. Alors, on a I'identité
Dy _ (D
m) \n

DEMONSTRATION — C’est un énoncé caché de la loi de réciprocité quadratique. Exercice. Attention aux
cas D < 0 ou D pair. 0

Considérons I'application définie sur les entiers positifs étrangers & 2D et envoyant ces entiers n sur
le symbole de Jacobi (D/n). Le lemme 2.2 montre que cette application induit un homomorphisme de
groupes Y :

entre symboles de Jacobi.

(Z)DZ)* — {£1}



2. Genre
On montre alors que

1 siD>0 2

x([-1]) = { 1 siD<0 et, pour D=1 (mod4), x([2]) = <D> .

Cela permet un retour de définir le symbole de Kronecker, pour D discriminant et n étranger & D (éventuel-
lement négatif ou pair) par (D/n) = x([n]). Le corollaire 1.5 et la remarque sur p = 2 qui le suit indiquent
que les premiers ne divisant pas D représentés par une forme quadratique de discriminant D sont ceux dont
la classe modulo D appartient au noyau de x. Ce noyau est un sous-groupe d’indice 2 de (Z/DZ)*.

2.3. — Lemme. Soit g une forme primitive et m un entier non nul. Alors q représente proprement un
entier étranger a m.

DEMONSTRATION — Notons d’abord, puisque ¢ est primitive, que les trois entiers
q(1,0) = a, q(0,1) =¢, g(1,1)=a+b+c

sont globalement premiers entre eux. Donc, pour chaque p premier diviseur de m, on peut trouver (z,,y,) €
{(1,0),(0,1), (1,1)} tels que g(zp, yp) ne soit pas divisible par p. Enfin, le théoréme chinois assure 1'existence
d’entiers z,y tels que * = z, et y = y, modulo p pour chaque p premier divisant m. Alors ¢(z,y) est
étranger & m. De plus, si d désigne pged(z,y), Uentier ¢(x/d,y/d) est aussi étranger & m et est proprement
représenté. 0

2.4. — Proposition. Soit D un discriminant négatif.

o Les valeurs de (Z/DZ)* représentées par la forme réduite principale de discriminant D forment un sous-
groupe H de ker x. De plus, ce sous-groupe H est donné par

I {[w?],[v* — D/4] € (Z/DZ)* | u € Z} lorsque D = 0 modulo 4
- {[u?) € (Z/)DZ)* | u € Z} lorsque D = 1 modulo 4.

e Les valeurs de (Z/DZ)* représentées par une forme primitive q forment une classe modulo H dans ker x.

DEMONSTRATION — o Le lemme 2.1 indique que la partie H est multiplicative et, d’apres 1.5, qu’elle est
contenue dans ker x. De plus, elle contient la classe [1] (car 1 est un carré). Or, pour [z] € H, Papplication
H > [y] — [zy] € H est injective puisque [y] est inversible dans ker x. Comme H est fini, cette application
est surjective donc [z] est inversible dans H. On a montré que H est un sous-groupe de (Z/DZ)*. 1l reste a
expliciter H.

D’abord le cas ot D = 1 modulo 4. Toute classe de type [u?] est représentée par la forme principale
(prendre z = u et y = 0). Inversement, 'identité

1-D
4(x? + zy + TyQ) = (224 %)*> modulo D

montre que toute classe représentée est de type [u?].

Ensuite, le cas ott D = 0 modulo 4. Il est clair que les classes de type [u?] sont les classes représentées
par 22 — (D/4)y? pour y pair et que les classes de [u? — D /4] sont celles représentées pour y impair.
e Soit C l'ensemble des classes de (Z/DZ)* représentées par ¢ et soient @ et Qg les ensembles d’entiers
représentés respectivement par g et gg. D’apres le lemme 2.3, ’ensemble () contient un entier a étranger
a D. En conséquence, C' est non vide. Nous allons montrer que C' = aH. L’inclusion a@ C QQ C Qq
démontrée dans le lemme 2.1 implique que aC C H. Mais [a] est inversible dans (Z/DZ)* et, puisque
a®? € H, son inverse est [a]. On obtient donc C' C [a]"'H = aH. Enfin, I'inclusion aQy € QQo C Q implique
aH CC. O

2.5. — Définition. On dit que deux formes quadratiques primitives de discriminant D appartiennent au
méme genre lorsqu’elles représentent les mémes classes inversibles modulo D.



3. Corps de classes

Lecas D = —39

Par le théoreme chinois, on a
(Z/397)" ~ (Z/37)* x (Z/137Z)*.

Puisque les sous-groupes des carrés dans (Z/37)* et (Z/13Z)* sont respectivement {1} et {1,3,4,9,10, 12},
on en déduit que le sous-groupe H des carrés de (Z/39Z)* est

H =1{1,4,10,16,22,25} ~ {1} x {1, 3,4,9,10, 12}.
L’unique autre classe H' de ker y modulo H est
H' ={2,5,8,11,20,32} ~ {2} x {2,5,6,7,8,11}

et kerx = HUH' ={1,2,4,5,8,10,11, 16, 20, 22, 25, 32}.

Les formes qg et go représentent respectivement 1 et 4 dont les classes appartiennent & H. Ces deux
formes appartiennent au genre principal. Les formes ¢ et g3 représentent 2 dont la classe est dans H’. Elles
appartiennent a l'autre genre.

2.6. — Proposition. Pour qu’un nombre premier impair p ne divisant pas 39 soit représenté par qi
(resp. q3), il faut et il suffit que p soit congru a 2, 5, 8, 11, 20 ou 32 modulo 39.

DEMONSTRATION — Les formes ¢ et g3 sont improprement équivalentes ; elles représentent donc les mémes
entiers. Elles constituent 'unique genre non principal donc représentent p si et seulement si [p] € H'. O

2.7. — Probléme. Les formes gq et ¢ appartiennent au méme genre (le genre principal) mais ne sont pas
improprement équivalentes. A elles deux, elles représentent les nombres premiers dont la classe est dans H.
Parmi ceux-ci, il reste a déterminer lesquels sont représentés par qg et lesquels sont représentés par ¢o.

3. Corps de classes

3.1. — Proposition. Soit L une extension galoisienne d’un corps de nombres K. Soient a un entier
algébrique primitif de I'extension L/K et f le polynéme minimal de a sur K. On désigne par p un premier
de K et on suppose que f est séparable modulo p (en conséquence p est non-ramifié dans L). Soit

f=fife fg (modp)

la décomposition de f dans K[X]/p. Alors, la décomposition de I'idéal pOy, en idéaux premiers est
pOr =P1P2 - - Py, ot P, est l'idéal de L engendré par p et f;(a).

De plus, les f; ont tous le méme degré, qui est le degré résiduel des ;.

DEMONSTRATION — Voir [1] page 102. O

3.2. — Rappels (symbole d’Artin). Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres de groupe
de Galois G. Soient p un premier de K et 3 au-dessus de p. Notons D le groupe de décomposition de ‘B,
c’est-a-dire les éléments o € G tels que o(*P) =*B. Tout élément o de D définit par passage au quotient un
élément & de G = Gal(L/B, K/p). Alors, 'application o — & est surjective et, si p est non ramifié, elle est
injective. Dans ce cas, on appelle symbole d’Artin de B et on note (L/K/9B) Iélément de G dont I'image
est "automorphisme de Frobenius de G. Il résulte de la définition que Dordre de ce symbole d’Artin est |é\,
c’est-a~dire le degré résiduel de *B3. Par multiplicativité, on définit le symbole d’Artin de n’importe quel idéal
non nul et non ramifié de L. Lorsque I'extension L/K est abélienne, le symbole d’Artin (L/K /9B) ne dépend
pas de l'idéal 3 de L mais seulement de l'idéal p de K. Cela permet alors de définir le symbole d’Artin sur
les idéaux de K.

Soit K un corps de nombres. L’ensemble des extensions abéliennes non ramifiées de K contient un
élément maximal, appelé le Corps des classes de Hilbert de K. De plus, on a le résultat fondamental
suivant :



3. Corps de classes

3.3. — Théoréme (Réciprocité d’Artin). Soit K un corps de nombres et L son corps des classes de
Hilbert. Alors I'application d’Artin :

{idéaux de K} — Gal(L/K)

()

est surjective et définit par passage au quotient un isomorphisme de ’ensemble des classes d’idéaux de K
sur Gal(L/K).

DEMONSTRATION — Voir [3]. 0
3.4. — Théoreme. Soit L le corps des classes de Hilbert d’un corps de nombres K et soit p un premier
de K. Alors

l'idéal p est totalement décomposé dans L. <=  l’idéal p est principal.
DEMONSTRATION — D’apres la réciprocité d’Artin 3.3, Iideal p est principal si et seulement si le symbole
d’Artin (L/K/p) est I'identité. Or, on a vu plus haut que l'ordre de ce symbole d’Artin est le degré résiduel
des idéaux au dessus de p. Cet ordre vaut donc 1 si et seulement si p est totalement décomposé. O
On appelle discriminant fondamental un entier D # 0,1 vérifiant

{Dzlmodulo4 {DEOmodulo4

D sans facteur carré D/4 =2 ou 3 modulo 4 et sans facteur carré

Notons que si D est discriminant et si f est un entier impair dont le carré divise D alors D/f? est dans la
méme classe modulo 4 que D et est donc encore un discriminant. On voit donc qu’un discriminant D est
fondamental si et seulement si il n’existe pas de discriminant de la forme D/f? avec f > 1. La proposition
suivante explique le role des discriminants fondamentaux :

3.5. — Proposition. Soit D un entier non carré parfait. Les conditions suivantes sont équivalentes.

e D est un discriminant fondamental

e Il existe un corps quadratique de discriminant D.

e ]I existe des formes quadratiques de discriminant D et elles sont toutes primitives.

DEMONSTRATION — Exercice. O

3.6. — Proposition. Soit D un discriminant fondamental négatif et soit L le corps de classes de Hilbert
de K = Q(v/D). Soit p est un premier ne divisant pas D.

e L’entier p est représenté par la forme principale si et seulement si I’idéal pZ se décompose en deux idéaux
principaux de K.

e [’idéal pZ de décompose en deux idéaux principaux dans K si et seulement s’il est totalement décomposé
dans L.

DEMONSTRATION — o Puisque D est fondamental, ’anneau des entiers de K est Z+7Z o7 =+vVDsi D=0
modulo 4 ou 7 = (=1 ++/D)/2 si D =1 modulo 4. La forme quadratique principale gy de discriminant D
est la norme

z? — Byz si D =0 modulo 4

qo(z,y) = N(xz —y1) = 4

D
%+ ay + 1 y? si D =1 modulo 4

On voit alors que p est représenté par qg si et seulement si pZ se décompose en deux idéaux principaux
dans K, a savoir les idéaux engendrés par z — y7 et © — y7.
e Supposons que pZ se décompose dans K en produit pK = (7)(7) de deux idéaux principaux. D’apres 3.4,
les idéaux () et (7) sont totalement décomposés dans L, donc pZ est totalement décomposé dans L.
Inversement, si pZ est totalement décomposé dans L, alors il est (totalement) décomposé pK = pipo
dans K et les idéaux p; et po sont totalements décomposés dans L. D’apres 3.4, les idéaux p; et po sont
principaux. 0
On peut aussi énoncer une résultat semblable sans supposer que le discriminant D est fondamental.
Voir [1] exercice 9.3.



3. Corps de classes

3.7. — Proposition. Soit K un corps quadratique et L son corps des classes de Hilbert.
e Le corps L est une extension galoisienne de Q.
e [’extension L : K admet un générateur réel.

e Soit a un générateur réel de L sur K et soit f le polynéme minimal de a sur Q. Alors, pour p premier ne
divisant pas le discriminant de f, on a I’équivalence

p est décomposé dans K

p est totalement décomposé dans L <= { .

f admet une racine modulo p.
DEMONSTRATION — e Le corps L est une extension abélienne non ramifiée de K. Désignons par 7 la
conjugaison complexe. Il est clair que 7(L) est une extension abélienne non ramifiée de 7(K) = K. Par
maximalité de L, on obtient 7(L) = L.

Il reste & montrer que o(L) = L pour tout automorphisme o de C. Si o laisse K fixe alors o(L) =
puisque L est une extension galoisienne de K. Sinon, c’est 7o qui laisse fixe K. Mais alors (L) = 7(7o(L)
7(L) = L. Cela montre le premier point.

o Le sous-corps de L fixé par 7 est LNR. Donc L est une extension de degré 2 de LNR. Notons h = [L : K]
de telle sorte que [L : Q] = 2h. On a aussi [LNR: Q] = h.

Soit a tel que LNR = Q(a). Le corps K(a) est une extension stricte de Q(a) (I'un est réel, 'autre pas).
Donc le degré de K (a) sur Q est un multiple strict de h. Puisque K (a) C L, on a forcément K (a) = L. Ceci
démontre le deuxieme point.

o Le degré de a sur K est h, donc son degré sur Q est >h. Mais Q(a) C L NR, donc Q(a) = LNR. En
conséquence, f est aussi le polynéme minimal de a sur K.

I~

Supposons que p soit totalement décomposé dans L. Alors il est décomposé p = pp dans K et p est
totalement décomposé dans L. 1l résulte de 3.1 que f est complétement scindé dans Ok /p. Mais puisque
l'idéal p est de degré résiduel 1, on a Ok /p ~ Z/pZ. Ainsi le polynéme f admet des racines modulo p (en
fait, il en admet h).

Inversement, supposons que p = pp soit décomposé dans K et que f admette une racine modulo p.
Alors f admet une racine dans Ok /p ~ Z/pZ, donc pL admet un facteur de degré 1. Puisque Iextension
L : K est galoisienne, on en déduit que pL est totalement décomposé dans L. Il en est de méme de pL et
donc de pL. L’équivalence du troisieme point est montrée. O

Lecas D = —39

3.8. — Proposition. Soit K = Q(v/—39). Le corps L des classes de Hilbert de K est K(\/7 + 2v/13).

DEMONSTRATION — Soit a = /7 + 2v/13. Montrons d’abord que a? n’est pas un carré dans K(v/13) =
Q(V/13,4/—3). En effet, on aurait alors

7T+2V13 = (a+V=-38)* «,8€Q(/13)
et donc a? — 382 =7+ 213 et af = 0. Mais alors
74 2V13 = (v + V136)? ou 74 2V13 = —3(y + V130)? avec v, € Q.

Mais ces équations n’ont pas de solution. Donc, a est un entier algébrique de degré 4 sur K et son polynome
minimal est f = X4 —14X2 — 3. Posons a’ = /7 —2/13. On a ad’ = /=3 € K(a) car V13 = (a®> - 7)/2 €
K(a). On voit donc que les quatres conjugués +a, +a’ de a sont dans L, et donc que l'extension L : K est
galoisienne. Puisque cette extension est de degré 4 (donc abélienne) il ne reste plus qu’a montrer qu’elle est
non ramifiée.

Pour cela, considérons le corps intermédiaire K1 = K(v/—3) = K(v/13). Les premiers de K ne divisant
pas disc(X? — 13) = 56 ne sont pas ramifiés dans K;. De méme, puisque K; est engendré sur K par (—1 +
v/=3)/2, dont le polynéme minimal X2+ X + 1 est de discriminant —3, les premiers de K ne divisant pas 3
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3. Corps de classes

ne sont pas ramifiés dans K;. Puisque 3 et 56, sont premiers entre eux, on a montré que l'extension Kj : K
est non ramifiée.

Il reste & montrer que I'extension L : K7 est non ramifiée. Les polynomes minimaux de a et a’ sur K;
ont pour idéaux discriminants 4(7 + 2\/@) Si p est un premier de K7 ramifié dans L alors il divise ces deux
discriminants, donc leur somme et leur différence. Ainsi p | 8-7 et p | 164/13 | 16 - 13. Puisque 7 et 13 sont
premiers entre eux, on a p | 2. Enfin, on peut vérifier que (a + 1)/2 est un entier de L et que son polynéme
minimal sur K; est X2 — X — (a? — 1)/4, d’idéal discriminant (a?) étranger a 2. 0

3.9. — Proposition. Soit p un premier distinct de 2, 3, 13. Alors

p mod 39 € {1,4,10, 16, 22, 25}

X% —-14X?—-3=0 a une solution modulo p.
p mod 39 € {1,4,10,16,22,25}

p=a’4+zy+10y? < {

p =322 +3zy + 4y =
X*_-14X2 -3=0 n’a pas de solution modulo p.

DEMONSTRATION — Nous avons vu (probléme 2.7) que les formes g et go constituent le genre principal
des formes quadratiques de discriminant —39 et qu’un nombre premier p est représenté par 1'une de ces
deux formes si et seulement si il vérifie les congruences indiquées. Nous avons vu aussi que ces conditions
impliquent (—39/p) = 1 et donc que p est décomposé dans K = Q(v/—39). Enfin, le réel /7 + 213
engendre le corps de classes L sur K et il admet f pour polynéome minimal. Le résultat est alors conséquence
de 3.6 et de 3.7 puisque les nombres premiers distincts de 2, 3 et 13 ne divisent ni le discriminant —212.3-132
de f ni D. O

Exemples

En conclusion, voici quelques exemples de représentations de nombres premiers p (tels que (—39/p) = 1) et
la factorisation de f modulo p correspondante.

p décomposé factorisation de f modulo p
5=q(0,1) X1 -14X% -3
1=q(-21) | X*-14X2-3
41 = q1(4,1) X4 —14X2 -3
43 = qo(1,2) (X —2)(X —15)(X —28)(X —41)
47 = q1(-2,3) | X*—-14X%2-3
59 = q1(2,3) X4 -14X% -3
61 = g2(3,2) (X2 —35)(X? — 40)
M=q(6,-1) | X*—-14X2-3
79 = q2(5, —4) (X2 —69)(X? —24)
83 = q1(6,1) X4 -14X% -3
89 = q1(4,3) X4 -14X% -3
103 = g0(9,—2) | (X —20)(X —51)(X —52)(X — 83)
127 = qo(7,—4) | (X2 —75)(X? —66)
137 = q1(—4,5) | X*—14X2-3
139 = ¢0(9,2) (X — 8)(X — 28)(X — 111)(X — 131)
149 = ¢1(8,-3) | X*—-14X%2-3

Au moins deux questions se posent encore si ’on veut étre capable de traiter explicitement le cas de
chaque discriminant :

e Existe-t-il une méthode générale permettant de calculer le corps des classes de Hilbert de n’importe quel
corps quadratique (et plus généralement le corps de classes de rayon de n’importe quel anneau quadratique) ?

e Existe-t-il des critéres généraux pour “séparer” deux formes quadratiques de méme genre 7 Nous avons
seulement montré jusqu’ici comment faire lorsque I'une d’elle est proprement équivalente a la forme principale.
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4. Bibliographie

Ces deux questions admettent une réponse positive. La premiere fait 'objet de la derniére partie de [1]
et est liée & la théorie des formes modulaires. La deuxiéme est plus élémentaire et contenue dans [2].
Ces pages sont le contenu d’un exposé au groupe de travail Arithmétique, Algébre et Applications a

Limoges. Merci a Guy Robin qui a posé le probleme et a Claude Quitté pour ses remarques qui ont contribué
a améliorer 1’exposé.
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