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Résumé. Soit O lanneau des entiers d’un corps quadratique et n un entier rationnel. Nous étudions un
groupe multiplicatif contenu dans 'anneau O/n, dont le réle s’est révélé important lors d’un travail sur les tests
de primalité de Lucas. Nous explicitons sa structure, ainsi que les valeurs asymptotiques de son ordre quand n
tend vers oo.

Abstract. Let O be the ring of integers in a quadratic field and n a rational integer. We study a multiplicative
group in O/n, which appeared in a work on Lucas primality test. We give the structure of this group, and the
asymptotic values of its order, as n goes to co.

1. Introduction

Soit D un entier qui ne soit pas un carré parfait. Nous considérons I’anneau O des entiers de Q(\/ﬁ) Pour a
idéal de O, nous notons (O/a)* le groupe des inversibles de 'anneau O/a. Pour n € Z, le quotient O/n est
une algebre et un module libre de rang 2 sur 'anneau Z/nZ. Nous notons (O/n)" le groupe des éléments
de norme 1 dans O/n. Par définition, c’est 'ensemble des éléments [z] de O/n tels que le déterminant de
I’application

0/(n) 3 [y] — lally) € O/n

soit égal & 1. Autrement dit, (O/n)" est 'image de I’ensemble
{x € O| N(z) =1 modulo n}

par la surjection canonique O — O/n.

Il est bien connu que, pour p premier et pour r > 1, le groupe des inversibles de Z/p"Z est cyclique
(et d’ordre p"~1(p — 1)). L'un des objets de ce papier est de prouver le résultat suivant, utilisé lors d’un
travail [1] sur les tests de primalité de Lucas.

1.1. — Théoréme. Soit O I'anneau des entiers d’un corps quadratique Q(\/E) Soient p un premier
rationnel ne divisant pas 2D et r > 1 un entier. Le groupe (O/p")" est cyclique d’ordre p"—! (p — (D/p))

La fonction ¢p
Par analogie avec la fonction indicatrice d’Euler, le théoreéme 1.1 nous suggere de poser la définition suivante :

1.2. — Définition. Soit D un entier non nul. Pour n € N tel que pged(n,2D) = 1 et dont la décomposition

primaire est pi* - -+ pl=, on pose
2 D
on) = [[o (i - () |
i=1 pi

Pour D non carré parfait, le groupe (O/n)" est donc d’ordre ¢p(n). Pour D carré parfait, pp est la
fonction d’Euler usuelle.

Les résultats suivants sur le comportement de ¢ sont bien connus (voir [2] et [3]) :
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2. Décomposition en produit direct

1.3. — Théoréme. On a les relations suivantes :
limsupM =1, liminfmfﬂlnlnn: 1.
n n

ou 7y désigne la constante d’Euler.

Le but de ces pages est aussi de montrer des résultats analogues pour la fonction ¢p. Pour cela, nous
introduisons les constantes suivantes, olt pour p premier impair, £(p) désigne le symbole de Legendre (D/p) :

A= H(1—;2>, l:L(1,g)=H(1—E(;’))_1, PO=H(1—;>.

e(p)=-1 P p|2D
1.4. — Théoréme.
.. op(n) o 1 i op(n)e /2 PyA_
liminf ——%e"“VInlnn = ——, lim su = .
n IPyA_ P nyVinlnn l

2. Décomposition en produit direct

Le but de cette section est de démontrer la proposition suivante, qui sera utilisée dans la preuve du
théoreme 1.1.

2.1. — Proposition. Soit O I'anneau des entiers d’un corps de nombres et soit p un idéal premier non
nul de O. Pour tout entier r > 1, on a la décomposition
O/ ={[L+1] € (Ofp")* |y €p} x (&N |z € (Ofp")} (1)

en produit direct de sous-groupes.
Lemmes préliminaires

2.2. — Lemme. Pour «, € O, pour r > 1 entier et pour k € p N Z, on a I'implication

a=fF modulop = o = ﬁkr_l modulo p".

DEMONSTRATION — Pour a — 3 € p, on a

Oék _Bk _ (a—,@)(ozk_l +Oék_26+"'+ﬁk_l)
(=Bt +a* 1 4+...+a% 1) modulo p
= (a— Bka* "t €p?,

ce qui démontre le résultat pour r = 2. Une récurrence facile laissée au lecteur démontrerait le résultat pour
r quelconque. 0

2.3. — Lemme. Il existe une injection naturelle
(O/p)* 2 [a] — [V € (O/p7) .

Son image est donc un groupe cyclique.

DEMONSTRATION — Comme N (p) € p, le lemme 2.2 montre que le morphisme ci-dessus est bien défini. De
plus, si 'on a une congruence
r—1 r—1
V)T = gN () modulo p",

alors on a la méme congruence modulo p. Donc, puisque oV ®) = o et SV®) = 3 modulo p, on a alors
a=a¥® T =gNET = 3 modulo p,

ce qui montre que le morphisme est injectif. Son image est donc isomorphe & (O/p)* qui est cyclique puisque
O/p est un corps fini. 0



3. Sous-groupe des éléments de norme 1

Démonstration de la proposition 2.1

Pour a € O on a la congruence oV ?) = o modulo p et donc, par récurrence, aN®"" = o modulo p. On a
donc, si a ¢ p,

oV =1 =1 modulo p.

Ainsi, I’égalité
a= (NI TL N (2)

montre que (O/p")* est bien le produit des deux sous-groupes. Montrons que ce produit est direct. Suppo-
sons que ’on ait une congruence

1+v= oM™ modulo p” avec y € p, a € O.
De oV(?) = & modulo p on tire, par récurrence,
a=aV® T =14 ~ = 1 modulo p.
Puis, d’apres le lemme 2.2, on obtient
oM =1 modulo p"
ce qui montre bien que l'intersection des deux sous-groupes est réduite a I'unité. 0
3. Sous-groupe des éléments de norme 1
Lemme préliminaire
3.1. — Lemme. Avec les notations du théoréme 1.1 et en supposant que r > 2, le morphisme canonique
O/p")* — (O/p" )"

est surjectif et son noyau est de cardinal p.

DEMONSTRATION — Soit « élément de (O/p"~1)" et soient u, v € Z/p"Z tels que u+vv' D modulo p"~* = a.
Nous devons montrer qu’il existe exactement p couples d’entiers (k,1) tels que 0 < k,l < p et

N((u+kp™™") + (v + lp’”*l)\/ﬁ) = 1 modulo p".
Cela s’écrit
u? — Dv? + 2p" Y (uk — vld) + p* "V (k? + DI?) = 1 modulo p",

ou encore, puisque r > 2,
u? — Dv? + 2p"*(uk — vid) = 1 modulo p".

Finalement, cela revient a compter les couples (k,[) solutions de

k= 1 — (u? — Dv?)

o1 + vlD modulo p.

Or, cette équation admet exactement p solutions (une pour chaque valeur fixée de [), ce qui termine la
démonstration. 0



3. Sous-groupe des éléments de norme 1

Décomposition en produit direct

3.2. — Proposition. Avec les notations du théoréme 1.1, si p est inerte dans O, on a la décomposition

O/ = {1+ € ©/p)" |vep} x & |z € (O/p)} (3)

en produit direct de sous-groupes.

DEMONSTRATION — Reprenons I'égalité (2) : elle s’écrit ici

o= (ap2(7‘71)_1)_1 ap2(7‘71) . (4)

r—

La norme étant multiplicative, si « est de norme 1 modulo p”, il en est de méme du facteur o de Iégalité
ci-dessus, et donc aussi de Pautre facteur. Ainsi, Pégalité (4) montre que (O/p”)" est bien le produit (3) des
deux sous-groupes. De plus, puisque l'on a les relations

2(r—1) 2(r—1)

{« e e (Ot =1{2a"" |z e(0/p) N (0/p)" (5)
et
{L+41€ (/)" [vept ={1+1€(O/p")* |7 €p}n(O/p")",
le fait que le produit (3) soit direct résulte du fait que le produit (1) le soit. O

Démonstration du théoreme 1.1

e Supposons d’abord que p soit inerte dans O. Le lemme 2.3 montre que le deuxieme facteur de la
décomposition (1) (pour p = (p)) est cyclique d’ordre p? — 1. Or, le deuxiéme facteur de la décomposition (3)
est un sous-groupe de celui de (1) d’apres (5). Il est donc, lui aussi, cyclique.

De plus, d’apres 2.2, 'injection du lemme 2.3 induit une bijection
Ofp)" = {7 w e (0/p)").

Puisque le conjugué d’'un élément = de O/p est 2P, les éléments de norme 1 dans O/p y sont les racines
(p + 1)-ietmes de 'unité, qui sont en nombre p + 1. Donc, le facteur de droite de la décomposition (3) est
d’ordre p + 1.

Considérons maintenant le premier facteur de la décomposition (3). Le lemme 3.1 montre par récurrence
qu’il est d’ordre p" L.

Pour montrer qu'il est lui-aussi cyclique, montrons d’abord par récurrence sur r qu'il existe v € pO\ p*O
tel que [1 + 7] appartient & (O/p")". Pour 7 = 1 ou 2, il suffit de prendre v = p? 4+ pv/D puisque

N(1+7)=(1+p*)*+p*D
= 1 modulo p".

Pour 7 > 3, I'hypothése de récurrence affirme qu’il existe v € pO\ p?O avec N(1++) = 1 modulo p"~!. Mais
le lemme 3.1 montre Pexistence d’un élément 1 + ' tel que

144" =1+~ modulo p"*
[1++7€©O/p")"

Comme v = 4/ modulo p?, on a bien 7' € pO \ p?O ce qui termine la récurrence. On vérifie alors aisément
que
(1+ w)pkﬂ =1+p" ' modulo p* pour k > 1.
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4. Valeurs asymptotiques

Donc, 1+ v est d’ordre p"~! dans le facteur de gauche de (3) et en est un générateur, ce qui prouve que ce
facteur est cyclique.

Enfin, on a montré que (O/p")" est le produit d'un groupe cyclique d’ordre p + 1 par un autre
d’ordre p" 1. 1l est donc cyclique d’ordre p"~*(p + 1).

e Supposons maintenant que p = pp soit scindé dans O. Montrons grace a la décomposition (1) que
le groupe (O/p")* est cyclique. Nous savons grace au lemme 2.3 que le facteur de droite est cyclique
d’ordre p — 1. Quant au facteur de gauche, il est d’ordre

N(p")/N(p) =N(p) " =p"".
Il est facile de voir que, si 7 est un élément de p \ p?, alors on a
k—1 o k
(1+4)» =1 modulo p
mais .
(14+~)?  # 1 modulo p*~! pour k > 1.

Donc 1+ «y est d’ordre p"~! et est un générateur du facteur de gauche qui est donc, lui-aussi, cyclique.

On a montré que (O/p")* est le produit d'un groupe cyclique d’ordre p — 1 par un autre d’ordre p"~*.

Il est donc cyclique d’ordre p"~!(p — 1). Enfin, on a un morphisme injectif
O/ 22— (z,1/z) €(O/p")" x (O/p")" = (O/p")"
dont I'image est (O/p")". 0

4. Valeurs asymptotiques

Nous rassemblons ici les outils que nous utiliserons pour la démonstration du théoreme 1.4.

Lemmes techniques

4.1. — Lemme. Les deux expressions

1 In(n)/Inln(n)
()
Inn

convergent vers 1 lorsque n tend vers +o0.

DEMONSTRATION — Posons ¢ = 1/1nn, la limite cherchée est

In(1+1¢) 1
lim (14 1)~/ = Jim p(()) 1.

t—0+ t—0+ t Int

4.2. — Lemme. Soit n € N et soit p le nombre de facteurs premiers de n supérieurs a Inn. On a la
majoration

p<lIn(n)/Inln(n).

DEMONSTRATION — On a clairement
(Inn)” < H p<n.

pln
p>lnn

En prenant les logarithmes des deux membres extrémes, on obtient le résultat. 0



4. Valeurs asymptotiques

Progressions arithmétiques
Pour k et [ entiers premiers entre eux avec k > 0, on pose

ma(@)= Y 1 Gulz)= ) Inp.

p<T p<x
p=l (k) p=l (k)

Le théoréme des nombres premiers se généralise ainsi (voir par exemple [4]) :

4.3. — Théoréme. On a les relations

Wk,l(x) ~ 77 Gk,l(:c) ~ @

Pour D non carré parfait et en notant £(p) = (D/p) (pour p premier impair), nous poserons

at(z) = Z 1, ot (z) = Z lnp.

ps® ps®
e(p)=1 e(p)=1

Nous utiliserons le théoreme précédent sous la forme suivante :

4.4. — Théoréme. On a les relations
at(z) ~ = ——, 0t () ~ /2.

Produits partiels

Cette section est une généralisation évidente de [5]. Introduisons quelques notations : désignons par £(n) le
symbole de Jacobi (D/n) (et, pour n pair, £(n) = 0) et posons

Av= 1] (1—];), A= 1] (1—p12>, Aozﬂ(l—plz)

e(p)=1 e(p)=-1

de telle sorte que %Aﬁ‘/;l/. On pose aussi

I=L(1,¢) H(lg(p))_

p p

ou L(s,e) = > .77, e(n)/n® est la L-fonction de Dirichlet associée au caractere e. Il est connu en particulier
que si D = —1,3 ou 5 alors  vaut respectivement m/4,1In(7 + 4v/3)/(2v/3) et —In(9 — 4/5)/(2V/5).
Nous allons exprimer les valeurs asymptotiques des fonctions

Pz =] (1—]19), P_(z)= ]] (1—1),

p<T
e(p)=1 e(p)=—1

o= (1+3)  ow

P<=T
e(p)=1 e(p)=-1

)

Il
—
N
=
+

| =
N——

a ’aide des constantes introduites ci-dessus et de



5. Démonstration du théoréme 1.4

4.5. — Théoréme. On a les valeurs asymptotiques suivantes :

e e VIA_
P ~ —_— P_ ~
@)~ A e () Polnz

>
Q4 (z) ~ Ay \/ellA_Pylnz, Q_(z) ~ ez‘l—w.

DEMONSTRATION — Notons tout d’abord les relations

e(p)=-1 e(p)=-1 e(p)=-1
_ 1 1 _ _ep)
Pi(2)Q-(x)= ]] (1 5 11 1+p =1I(1 . ~ /1. (6)
o = psE

On en déduit
P_(z) _ P-(2)Q-(2)
Pi@)  Pr(@)Q(2)
Les valeurs asymptotiques de Py (z) et P_(x) s’obtiennent alors facilement en remarquant que, par la formule
de Mertens (voir par exemple [2]), on a

~[A_.

PP (a)P(2) ~ S

Inz

Ensuite, I’équation (6) permet de calculer la valeur asymptotique de Q_(z). Pour déterminer celle de @ (z),
remarquons que

Py (z)P_(2)Q+(2)Q—(x) ~ Ay A_,

et donc, par (6),
P_(2)Q4(z) ~IALA_.

ce qui permet de conclure. 0
5. Démonstration du théoréeme 1.4
Limite inférieure

Nous commengons par minorer ¢ p (n)e'Y/ 2y/InInn/n par une suite ayant 1//IA_ P, pour limite, puis nous
extrairons une sous-suite convergeant vers 1/1/IA_P,.

eOna cppn(n): H(lggf)) H(le(pp))

pln pln
p>lnn p<lnn

- 110t
- Inn P
p<Inn

e(p)=1

ou p est le nombre de facteurs premiers de n supérieurs a Inn. Mais puisque, d’apres 4.2 nous avons
p <lIn(n)/lnln(n), nous obtenons :
>1n(n)/ Inln(n)

n Inn

1 1
Me””x/]nlnn} e’2V/Inlnn H (1 — ) <1 -
p

p<Ilnn
e(p)=1

7



5. Démonstration du théoréme 1.4

D’apres 4.1, le dernier facteur de cette majoration tend vers 1 et, d’apres 4.5, le facteur restant tend
vers 1/4/lA_Py. Le tout converge donc vers 1/4/lA_ Py, ce qui termine la démonstration du premier point.

e Posons
IT »

Pk
e(p)=1

de telle sorte que Inn;” = 6% (k). On a

Donc, d’apres 4.5,
¢p(ny) / @D(n ) ~ In 6+ (k)
5 Tk ev/? lnlnn;: T2k /24 In

N nk Ink

(e

e(p)=1

1

~ AP,

puisque, au voisinage de 400,

Ino*(z) ~ ln% ~Inz.
Ainsi s’acheéve la démonstration du deuxiéme point. 0
Limite supérieure
e Par les mémes méthodes, nous obtenons

—v/2 —v/2 1 1 In(n)/Inln(n)
ep(n)e < e H (1 N ) <1 N ) .
nvinlnn Vinlnn D Inn

p<lnn
e(p)=-1

D’apres 4.1 et 4.5, le membre de droite converge vers A*ZPO.

e En posant

II »

p<k
e(p)=—1

le second point de la démonstration est semblable & celui du théoréme précédent ; il suffit de considérer cette
fois-ci la sous-suite

¢p(ny)e™/?

ng 1/Inlnn,
A_P,

et de montrer qu’elle est équivalente a Q,(k)e’w 2/V/Ink et donc qu’elle converge vers - 0
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